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NÚMEROS REALES 

En el conjunto ℝ de los números reales se definen dos operaciones
binarias denotadas por + y ⋅ llamadas adición y multiplicación
respectivamente, estas operaciones satisfacen los siguientes axiomas

Axioma de clausura

∀ a, b ∈ ℝ , ቊ
a + b ∈ ℝ
a ⋅ b ∈ ℝ

Axioma de conmutatividad

∀ a, b ∈ ℝ , ቊ
a + b = b + a

a ⋅ b = b ⋅ a



Axioma de asociatividad

∀ a, b, c ∈ ℝ , ቊ
a + b + c = a + (b + c)

a ⋅ b ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c)

Axioma de existencia del elemento neutro

∃ 0 ∈ ℝ | ∀a ∈ ℝ , a + 0 = a

∃ 1 ∈ ℝ | ∀a ∈ ℝ , a ⋅ 1 = a

Nota. Se comprueba  que el elemento neutro es único

Axioma de existencia del elemento inverso

∀ a ∈ ℝ , ∃ − a ∈ ℝ | a + −a = 0

∀ a ∈ ℝ∗ , ∃ a−1 ∈ ℝ | a ⋅ a−1 = 1

Nota. Se comprueba  que el elemento inverso es único



Observaciones

1 ℝ∗ = x ∈ ℝ x ≠ 0 }

2 Un conjunto no vacío 𝕂 donde se definen dos operaciones + y (⋅)

que cumplen estos 11 axiomas se llama CAMPO o CUERPO

3 Son ejemplos de CAMPO los conjuntos ℚ, ℝ y ℂ

4 Si a y b son números reales

a − b = a + (−b)
a

b
= a ⋅ b−1 (b ≠ 0)

Axioma de distributividad

∀ a, b, c ∈ ℝ , a ⋅ b + c = a ⋅ b + a ⋅ c



Ejemplo de teorema 

Sean a, b y x números reales, demostrar los siguientes teoremas 

1 Si x + a = x + b entonces a = b

a

= −x + (x + a)

= −x + (x + b)

= 0 + b

= 0 + a

= −x + x + a

= −x + x + b

= b

x + a = x + b

Axioma de asociatividad

Existencia del elemento neutro aditivo

Existencia del inverso aditivo

Hipótesis

Axioma de asociatividad

Existencia del elemento neutro e inverso aditivo

Hipótesis :

∴ a = b



2 a ⋅ 0 = 0

Axioma de distributividad

Existencia del elemento neutro aditivo

= a ⋅ (0 + 0)

Luego

a ⋅ 0 = 0

= a ⋅ 00a ⋅ 0 +

a ⋅ 0a ⋅ 0 +=

Existencia del elemento neutro aditivo

a ⋅ 00 a ⋅ 0a ⋅ 0 + +=

Según el teorema anterior

Ejemplo de teorema  

Sean a, b y x números reales, demostrar los siguientes teoremas 



AXIOMAS DE ORDEN

Axioma 1 ( Ley de la tricotomía )

Axioma 2 ( Ley transitiva )

Axioma 3 ( Ley aditiva ) Si a < b y x ∈ ℝ, entonces 

Axioma 4 ( Ley multiplicativa ) Si a < b y 0 < c

Si a < b y  b < c entonces  a < c

En ℝ se define la relación de orden " < ", que satisface los siguientes axiomas

a + x < b + x

entonces ac < bc

a < b o      a = b o b < a

Sean a, b ∈ ℝ, se cumple una y sólo una de

las siguientes afirmaciones



Observación

Un campo (𝕂 , +,⋅) donde se define una relación de orden " < " y que 

cumple estos 4 axiomas, se llama cuerpo ordenado. 

ℝ y ℚ son cuerpos ordenados

Sea x ∈ ℝ, al utilizar la ley de tricotomía, se cumple una y sólo una de las

siguientes afirmaciones x < 0 o      x = 0 o 0 < x

Sean a, b ∈ ℝ, se dice que 𝐚 es menor que 𝐛 y lo denotamos por a < b

a < b ↔ 0 < b − a

ℝ+

ℝ− +∞−∞ 0
ℝ = ℝ− ∪ { 0 } ∪ ℝ+



Sean a, b y c números reales, se define :

a > b ↔ b < a

a ≤ b ↔ a < b ∨ (a = b)

Observaciones

NÚMEROS REALES 

❑ Si a >  b se dice que a es mayor que b

❑ Si a ≤  b se dice que a es menor o igual que b

a ≥ b ↔ b ≤ a

❑ Si a ≥  b se dice que a es mayor o igual que b

a < b ≤ c ↔ a < b ∧ ( b ≤ c )

❑ ℝ+ = x ∈ ℝ x > 0 }

❑ ℝ− = x ∈ ℝ x < 0 }



Teoremas de desigualdades

Sean a, b, c, x e y números reales, se cumple

• ax + by 2 ≤ (a2 + b2)(x2 + y2) ( Desigualdad de  Schwarz )

• ab > 0 si y sólo si    a > 0 ∧ b > 0 ∨ ( a < 0 ∧ b < 0 )

• ab < 0 si y sólo si    a > 0 ∧ b < 0 ∨ ( a < 0 ∧ b > 0 )

• a > 0 si y sólo si
1

a
> 0 • a < 0 si y sólo si

1

a
< 0

• ∀a ∈ ℝ , a2 ≥ 0 • a ≠ 0 si y sólo si    a2 > 0

• Si a < b y c < 0 entonces ac > bc

• Si a < b y c < d entonces a + c < b + d



Resolución

I.     a3 c + 1 < d3

− + < (+) (V)

II. ad + bc < ac + bd ⇔ ad − ac < bd − bc

III.    ad < ac < bc ⇔ ad < ac ∧ ac < bc

a d − c < b d − c ⇔ a < b (V)

⇔ d > c ∧ a < b (V)



Ejemplo

Indique el valor de verdad de las proposiciones:

I. Sean a, b ∈ ℝ tal que a > b entonces a ≥ b.

II. Sea a, b ∈ ℝ tal que a ≥ b entonces a2 + 1 ≥ 2b.

III. Sean a, b ∈ ℝ tal que a2 + b2 = 1 entonces ab ≤ 1.

Resolución

I.  Si a > b ≡ V tenemos que  a ≥ b ↔ a > b ∨ a = b

V ∨ p ≡ V

II. Sea a ∈ ℝ, a − 1 2 ≥ 0 :

III. Sea a, b ∈ ℝ, a − b 2 ≥ 0 :

a2 + 1 ≥ 2a y       a ≥ b se tiene a2 + 1 ≥ 2b V

luego 1 ≥ 1/2 ≥ ab Va2 + b2 ≥ 2ab entonces   1/2 ≥ ab



( Desigualdad de  Schwarz ) 

Ejemplo

Sean m, n, p ∈ ℝ, si m + 2n + p = 12, calcule el menor valor de E = m2 + n2 + p2

Resolución

Si x = 1, y = 2, z = 1

Por lo tanto, el menor valor de E = m2 + n2 + p2es 24

Sean m, n, p, x, y, z números reales, 

m + 2n + p 2 ≤ (m2 + n2 + p2)(12 + 22 + 12)

Dado que m + 2n + p = 12 122 ≤ 6 (m2 + n2 + p2)

24 ≤ m2 + n2 + p2

mx + ny + pz 2 ≤ (m2 + n2 + p2)(x2 + y2 + z2)

se cumple :



Teoremas de acotación

• 0 < a < b → a2 < b2 • a < b < 0 → a2 > b2

Sean a, b, c y x números reales, se cumple :

a < x < b

• 0 < a < b → a2 < x2 < b2 • a < b < 0 → a2 > x2 > b2

• a < 0 < b → 0 ≤ x2 < máx{a2, b2}

• 0 < a < b →
1

a
>

1

b
• a < b < 0 →

1

a
>

1

b



Ejercicio 

Si 0 < a < b, demostrar que
1

a
>

1

b

Dado que  a > 0 y  b > 0 entonces
1

a
> 0,

1

b
> 0 y

1

ab
> 0,

Si a < b y
1

ab
> 0, entonces a

1

ab
< b

1

ab
,

1

b
<

1

a

O de forma equivalente
1

a
>

1

b



• a < b ↔ 13a < 13b

Ejemplos 

Sean a, b, c y x números reales

a

20
<

b

20

• a < b ↔ −5a > −5b

• x > c

a

−π
>

b

−π

−2x < −2c

−2x + 5 < −2c + 5

× (−2)

+5

÷ 7−2x + 5

7
<

−2c + 5

7

• 3 < x < 6 ↔
1

3
>

1

x
>

1

6

• −5 < x < −2 ↔
1

−5
>

1

x
>

1

−2

• −7 < x < 2 → 0 ≤ x2 < 49

• −5 ≤ x < 2 → 0 ≤ x2 ≤ 25

• −2 ≤ x < 4 → 0 ≤ x2 < 16



Ejemplo Determine A =
x−1

x+2
∈ ℝ ∶ 1 < x ≤ 3

Resolución

De 1 < x ≤ 3

3 < x + 2 ≤ 5

1

3
>

1

𝑥 + 2
≥

1

5

+2

inversa

× (−3)

Damos forma:

E =
(x + 2) − 3

x + 2

E =
x − 1

x + 2

E =
(x + 2)

x + 2
−

3

x + 2

E = 1 −
3

x + 2

−1 <
−3

𝑥 + 2
≤ −

3

5

0 < 1 +
−3

𝑥 + 2
≤

2

5

+1

Por lo tanto,        A = ,0ۦ ሿ2/5



Teoremas de las medias

Si x1, x2, … , xn son números reales positivos

a + b

2
≥ ab ≥

2

1
a

+
1
b

a + b + c

3
≥

3
abc ≥

3

1
a

+
1
b

+
1
c

2 MA = MG = MH ↔ Los números son iguales

• a > 0 ↔ a +
1

a
≥ 2

• a < 0 ↔ a +
1

a
≤ −2

1 MA ≥ MG ≥ MH

MEDIA ARITMÉTICA : MA =
x1 + x2 + ⋯ + xn

n
MEDIA GEOMÉTRICA : MG = n x1x2 … xn

MEDIA ARMÓNICA : MH =
n

1
x1

+
1
x2

+ ⋯ +
1
xn



Damos forma:

Ejemplo

Determine  A  donde: A =
x − 1

x2 + 2x − 2
∈ ℝ ∶ 𝑥 > 1

Resolución

E =
x − 1

x2 + 2x − 2

E =
x − 1

x2 − 2x + 1 + 4x − 3

E =
x − 1

x − 1 2 + 4 x − 1 + 1

E =
1

(x − 1) +
1

(x − 1)
+ 4

De :            x > 1

x − 1 > 0

x − 1 + 1

x − 1
≥ 2

x − 1 + 1

x − 1
+ 4 ≥ 6

0 <
1

(x − 1) +
1

(x − 1)
+ 4

≤ 1/6

Por lo tanto    𝐴 = 0ۦ , ሿ1/6

−1

a +
1

a
≥ 2

+4

inversa

a > 0



Teorema

Sean a, b números reales positivos

Media potencial de índice n ( n ∈ ℤ − {0} ) : MP n =
an + bn

2

1
n

Observación

Sean m, n números enteros no nulos

Si m > n entonces MP m ≥ MP n

a + b

2
≥ ab ≥

2

1
a

+
1
b

≥
2

1
a2 +

1
b2

1
2

≥
2

1
a3 +

1
b3

1
3a3 + b3

2

1
3

≥
a2 + b2

2

1
2

≥



Dado que  MP 3 ≥ MP 1

Ejemplo

Sean a, b y c números reales positivos. Si a + b + c = 6, entonces halle la

variación de M = a3 + b3 + c3

Resolución

Por lo tanto, la variación de M es [24; +∞⟩

a3 + b3 + c3

3

1
3

≥
a + b + c

3
,

MP n =
an + bn + cn

3

1
n

M

3

1
3

≥
6

3
,

→ M ≥ 24

M

3
≥ 23



Sean a y b números reales, 

x ∈ ℝ a ≤ x ≤ b } = [a ; bሿ

x ∈ ℝ a < x < b } = 〈a ; b〉

x ∈ ℝ a ≤ x < b } = [a ; b〉

x ∈ ℝ a < x ≤ b } = 〈a ; bሿ

x ∈ ℝ a < x } = 〈 a ; +∞〉

a ; a = a ( Conjunto  unitario )

x ∈ ℝ a ≤ x } = [ a ; +∞〉

x ∈ ℝ x < b } = 〈−∞ ; b〉

x ∈ ℝ x ≤ b } = 〈−∞ ; bሿ

−∞ ; +∞ = ℝ

a ; a = ∅ ( Conjunto Vacío )

INTERVALO

son intervalos

I es un intervalo, si y sólo siSea I ⊂ ℝ, ∀ a, b ∈ I, a < x < b → x ∈ I

( x es  cualquier número real )



Observaciones

(1) Son intervalos

(2) La intersección de intervalos es un intervalo.

(3) La unión de intervalos  no necesariamente es un intervalo, 

por ejemplo:

a ; a = a ( Conjunto  unitario )

−∞ ; +∞ = ℝ

a ; a = ∅ ( Conjunto Vacío )

I1 = 1,2 , I2 = [3,4ሿ son intervalos, pero tenemos que:

I = I1 ∪ I2 = 1,2 ∪ [3,4ሿ no es un intervalo.  



Sea I ⊂ ℝ,

Ejemplo 

El conjunto T = 1; 2 ∩ ℚ

NO es un intervalo.

Observación 

I NO es un intervalo, si y sólo si ∃a, b ∈ I /

( para  algún x ∈ ℝ )

a < x < b ∧ x ∉ I

Ejemplo 

El conjunto M = x ∈ ℝ 1 ≤ x ≤ 2 }

es un intervalo. 

→ x ∈ M∀ a, b ∈ M, a < x < b

+∞−∞ 1 2𝐚 𝐛

𝐱 ∈ ℝ

𝐱

M ∃ a = 1 ∈ T

( para  x = 3 ∈ ℝ )

a < x < b ∧ x ∉ T
∃ b = 2 ∈ T



Sean a, b y c números reales, se cumple 

PRODUCTOS NOTABLES Y EQUIVALENCIAS ALGEBRAICAS

a ± b 2 = a2 ± 2ab + b2 a − b 3 = a3 − b3 − 3ab(a − b)

a − b a + b = a2 − b2 a + b 3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)

a + b a2 − ab + b2 = a3 + b3 a − b a2 + ab + b2 = a3 − b3

a + b + c 2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ac)

a + b + c 3 = a3 + b3 + c3 + 3(a + b)(b + c)(a + c)

a + b + c 3 = a3 + b3 + c3 + 3 a + b + c ab + bc + ac − 3abc

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ac)

Si a + b + c = 0, entonces se cumple :

a2 + b2 + c2 = −2(ab + bc + ac) a3 + b3 + c3 = 3abc



Ejemplo 

Si m2 + n2 = 4 y m + n = 4 . Calcule T = m3 + n3

Resolución

m2 + n2 = m + n 2 − 2mn, al sustituir los datos

4 = 42 − 2mn,

asimismo

m3 + n3 = m + n 3 − 3mn(m + n)

al reemplazar los datos anteriores

m3 + n3 = 43 − 3(6)(4), 

mn = 6

luego m3+ n3= −8

Dado que



Resolución

x + y + z 2 + x + y − z 2 = 2[ x + y 2 + z 2ሿ

z + x − y 2 + z − x − y 2 = 2[ z 2 + x − y 2ሿ
(+)

E + 4(x2 + y2 + z2) = 2 x + y 2 + x − y 2 + 4z2

E + 4(x2 + y2 + z2) = 4x2 + 4y2 + 4z2

E = 0
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