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NUMEROS REALES

En el conjunto R de los numeros reales se definen dos operaciones
binarias denotadas por (+)y () llamadas adicion y multiplicacion
respectivamente, estas operaciones satisfacen los siguientes axiomas

Axioma de clausura

(a+b)eER
Va,bEIR,{ (a-b) € R

Axioma de conmutatividad

at+b=Db+a

‘v’a,bE]R,{ NG~ )

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO



/ Axioma de asociatividad

(@a+b)+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)

Axioma de existencia del elemento neutro

/ VabceR, {

J0eR | VaeR,a+0=a

J1eR | VaeR,a-1=a
Nota. Se comprueba que el elemento neutro es unico
Axioma de existencia del elemento inverso
VaeR,3—a€R|a+(—a)=0
VaeR*,3ateR|a-alt=1

Nota. Se comprueba que el elemento inverso es unico
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Axioma de distributividad

Vab,ceR, a:-(b+c)=a-b+a-c
Observaciones
(1) R*={xeR |x#0}

(2) Un conjunto no vacio KK donde se definen dos operaciones (+)y (-)

que cumplen estos 11 axiomas se llama CAMPO o CUERPO

(3) Son ejemplos de CAMPO los conjuntos Q, Ry C

(4) Siayb son numeros reales

a=b=a+(-h)  —=a-b (b#0)
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Ejemplo de teorema

Sean a, b y x numeros reales, demostrar los siguientes teoremas

(1)Si x+a=x+Db entoncesa=0>b Hipotesis: x+a=x+Db

13 =042 Existencia del elemento neutro aditivo

= (—x+x) +a Existencia del inverso aditivo

= —x+ (x+a) Axioma de asociatividad

—x + (x + b) Hipotesis

(—x+x) + b Axioma de asociatividad

=0+b=Db Existencia del elemento neutro e inverso aditivo

BN
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Ejemplo de teorema

Sean a, b y x numeros reales, demostrar los siguientes teoremas

(2) a-0=0

a‘-0+0=a-0 Existencia del elemento neutro aditivo

=a-(04+0) Existencia del elemento neutro aditivo

12:-042a-0 Axioma de distributividad

Luego a-0+0=a-0+a-0

Segun el teorema anterior a- 0 =0
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AXIOMAS DE ORDEN

En R se define la relacidon de orden " < ", que satisface los siguientes axiomas

Axioma 1 (Ley de la tricotomia) Seana,b € R, se cumple una y sélo una de

las siguientes afirmaciones

a<b O a=>b o) b<a

Axioma 2 ( Ley transitiva) Sia<b y b<c entonces a<c

Axioma 3 (Ley aditiva) Sia<b yx € R,entonces a+x<b +x

| Axioma 4 (Ley multiplicativa) Sia<b y0 <c entonces ac < bc
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Observacion
Un campo (K, +,-) donde se define una relacion de orden " < "y que

cumple estos 4 axiomas, se llama cuerpo ordenado.

Ry Q son cuerpos ordenados

Sea x € R, al utilizar la ley de tricotomia, se cumple una y sélo una de las

siguientes afirmaciones x<0 o x=0 0 0<x
- === >
7 R+
> o » R=R U{0}URT
—® R~ -0 TE
s _

Sean a,b € R, se dice que a es menor que b y lo denotamos pora <b

\ a<b < 0< b-—a
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NUMEROS REALES

Sean a, b y c numeros reales, se define :

a>b & b<a a<b<c & (a<b)A(b<c)

a<b o (a<b)Vv(a=b) a>b & b<a
Observaciones

d R*={xeR|x>0} QSia > bsedicequeaes mayorqueb

d R~

{xe€R|x<0} QSia< bsedice que aes menoro igual queb

d Sia = b sedice que a es mayor o igual que b
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Teoremas de desigualdades

Sean a, b, ¢, x e y numeros reales, se cumple

« Sia<b yc<0entoncesac > bc

« Sia<byc<dentoncesa+c<b+d

* VaeR,a?=>0 « a#0 siysblosi a*?>0
e | A\ TP
e« a>0 siysbélosi —>0 « a<0 siysolosi —<0
a a

e« ab>0 siysdlosi (a>0Ab>0)v(a<0Ab<O0)

« ab< 0 siysélosi (a>0Ab<0)v(a<0Ab>0)

\ « (ax+by)? < (a® + b?)(x®> +y?) (Desigualdad de Schwarz)
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A | ce
pre

' 49, Si a<b<0 y 0<c<d. Indique el valor de
verdad de las siguientes proposiciones:

L a’(c+)<d’

[I. ad+bc<ac+bd

[TI. ad <ac < bc

Resolucion

. as(c+1) <d?
EH0+) < (H V)

. ad+bc <ac+bd & ad—ac<bd-—bc
ald—c)<b(d—c) & a<b (V)

. ad<ac<bc & ad<ac A ac<bc
= d>c A a<b (V)
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Ejemplo

Indique el valor de verdad de las proposiciones:

|. Seana,b € Rtal que a > b entoncesa > b.

. Seaa,b € Rtal que a = b entonces a? + 1 > 2b.

lll. Sean a,b € R tal que a® + b? = 1 entonces ab < 1.
Resolucion

. Sia>b=Vtenemosque a=b & (a>b)v(a=Db)
A7 SiimiE R

. Seaa€R,(a—1)?2>0:
a’?4+1>2a y a=b setiene a‘’+1=2b V
. Seaa,beR,(a—b)?=>0:
\ a’+b?>2ab entonces 1/2>ab luego 1=>1/2>ab V
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Ejemplo
Sean m,n,p € R, sim + 2n + p = 12, calcule el menor valor de E = m# + n* + p?
Resolucion

Seanm,n, p,x,y,z humeros reales, se cumple:
(mx + ny + pz)? < (m? + n? + p?)(x? + y? + z?)

( Desigualdad de Schwarz)
Six=1y=2,z=1 (m + 2n + p)% < (m% + n% + p?) (1% + 2% + 1%)

Dado que m +2n+p = 12 122 < 6 (m* + n* + p?)

24 < m? + n? + p?

\ Por lo tanto, el menor valor de E = m? + n? + p2es 24
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Teoremas de acotacion

Sean a, b, c y X nUmeros reales, se cumple :

1 1 1 1
e 0<a<b-o —>- e a<b<0—-> —>-—
a b a b
e 0<a<b-a%<b? e a<b<0-a?>Db?
a<x<b
e 0<a<b-a%<x?®<b? e a<b<0-a%*>x%*>Db?

a<0<b - 0<x? < max{a? b?}
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Ejercicio

1 1
Si0 < a< b,demostrarque — > —
a b
1 1 1
Dadoque a>0y b>0 entonces — >0, —>0yY — > 0,
a b ab
1 1 1 1 1
Si a<b — entonces — | <b|(—], <z
! e a(ab) (ab> P

1 1
O de forma equivalente — > :
a
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*Tﬂmf;(% ce / .
(I Ejemplos
b/ unif,

Sean a, b, c y X numeros reales

e a<b & 13a<13Db e X>C
X (=2)
9 - b —2Xx < —2C 7
Y 45
2020 —2x+5<—2c+5
+ a<b & —5a>—5b —2x+5 _-2c+5 ) o
a b 7 \ 7 ’
_>_
—TU —Tt
e —7<x<2-50<x%<49
1 1 1
S XSGRO + 5<x<250<x%<25
1 1 1
. —5<x<—2<—>_—5>;>_—2 ¢« 2<x<4-50<x*’<16
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/Ejemplo Determine A = { % ER : 1<x< 3}

/ X+
©  Resolucion
Damos forma: De 1<x<3 +2
p= X1 3<x+2<5 °
S 1 1 1 | inversa
+ 2).—13 s = SN
4 P X (=3
o era) @ 25 EM - Z\e =
T X+2  x+2 x+z2 5
_ 5 +1
_ 0<1+ <- °
Por lo tanto, A= (0,2/5]
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Teoremas de las medias

Si x4,X5, ..., X, SON NUMeros reales positivos

, X X4t
MEDIA ARITMETICA : MA = -1 2 *n

MEDIA GEOMETRICA : MG = /XX, ... X,

n
MEDIA ARMONICA : M = — 1“ .
__|__+...+_
X; Xo Xp
(1) MA > MG > MH .
o a>0<—>a+522
a+b 2
> +ab > ——
2 l_|_1 1
a b o a<0<—>a+5S—2
a+b+c> Tl 3
S ¥OXC
a b c

\ (2) MA = MG = MH < Los numeros son iguales
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Ejemplo
A { "1 R ox>1 }
Determine A donde: 1 X2+ 2x—2 -X

Resolucion Damos forma:

x—1 De : > 1
E = - x 5
X% + 2x — 2 1
x—1>0 -
x—1
B i 1 a>0 ;at+-=2
x? —2x+14+4x—3 2~ & o A
_ ) +4
E = okl iy +4>6 y
x—1)2+4(x—-1)+1 x—1
1 inversa
e E 0 < . <1/6*
1 !
(x= 1)+ =y +4 3 Doyesriine 4

Porlotanto A= (0,1/6]
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Observacion

Sean a, b numeros reales positivos

Media potencial de indicen (n€ Z — {0} ) :

=
o
N\
)
\—r
I
~~
Q)
=
+
U‘
=
N—
==

Teorema

Sean m, n numeros enteros no nulos

Sim > n entonces MP(m) > MP(n)

1 1

34+ p3 \3 2 4 p2 \2
(a; )2(32 )2a+bzx@z

\\ 2
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Ejemplo
Sean a,by c numeros reales positivos. Si a+ b 4+ c = 6, entonces halle |la

variacionde M = a3 + b3 + ¢3

Resolucidon
1
n 4 po 4 cn n
Dado que MP(3) = MP(1) MP(n) = (a > ¢ )
1 1
a3 +b3+c3\3 a+b+c M\3 6 M
> ) (—) > =, —>23
3 3 3 3 3
- M > 24

Por lo tanto, la variacion de M es [24; +0)
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INTERVALO

Seal C R, ITesunintervalo,siysolosi Vabela<x<b-oxel

( x es cualquier numero real )

Sean a y b numeros reales, son intervalos

{xeER |a<x<b} =]a;b] {xER |a<x}=1[a;+x)
{xeR |a<x<b} =(a;b) {xER |x<b} =(—0;b)
{xeER |a<x<b} =]a;b) {XER |x<Db} =(—0;Db]
{xeR |[a<x<b} =(a;b] (—0;4+0) =R

{xeR |a<x} =(a;+o0) (a;a) = @ (Conjunto Vacio)

\\ la;a]l = {a} (Conjunto unitario)
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Observaciones

(1) Sonintervalos
(a;a) =@ (Conjunto Vacio) [a;a] ={a} (Conjunto unitario)
(—00;+00) =R

(2) Lainterseccidén de intervalos es un intervalo.

(3) Launion de intervalos no necesariamente es un intervalo,
por ejemplo:

I, =[1,2],1, = [3,4] son intervalos, pero tenemos que:

\ =1, Ul, =[1,2] U [3,4] no es un intervalo.
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Ejemplo
ElconjuntoM ={x€eR|1<x<2}

es un intervalo.

1 a x b 2 400

VabeMa<x<b-oxeM

Seal € R, INO esunintervalo,siysolosi Ja,b€el/a<x<b A x¢&l

(para alginx € R)
Ejemplo
Elconjunto T =[1;2] N Q

NO es un intervalo.

dJa=1€T

b A T
EIb=ZET/a<x< X &

(para x =vV3 €R)
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PRODUCTOS NOTABLES Y EQUIVALENCIAS ALGEBRAICAS

Sean a, b y c numeros reales, se cumple

(a+ b)? =a?+ 2ab + b? (a—b)3 =a> —b3 —3ab(a—Db)
(a—b)(a+b) =a? —b? (a+b)3 =a>+b3+3ab(a+b)
(a+b)(@? —ab+b?) =a° +b3 (a—b)(a? +ab+b?) =a°> —-b3

(a+b+c)* =a%+b*+c?+ 2(ab + bc + ac)
(@a+b+c)P=a+b3+c>+3@+Db)(b+c)(a+c)
(@a+b+c)¥)=a+b3+c3+3@+Db+c)ab + bc+ ac) — 3abc

a’+b3+c®—3abc=(a+b+c)@*+b%+c?—ab—bc—ac)
Sia+ b+ c =0, entonces se cumple :

\ a’ +b% + c¢? = —2(ab + bc + ac) a® + b3 + ¢3 = 3abc
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Ejemplo

Sim?+n*=4ym+n=4. CalculeT = m3 + n3

Resolucion

Dado que m? + n? = (m + n)? — 2mn, al sustituir los datos
4=4?—-2mn, mn==~6

asimismo
m> + n® = (m + n)® — 3mn(m + n)

al reemplazar los datos anteriores

m> + n3 = 43 — 3(6)(4), luego m>+ n3= —8
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/ 59. Al simplificar la expresion:
E=(x+y+2)* +(x+y-2)" +(x—y+2)* +

(—x+y+z)2 —4(X2 +y2 +zz)
Se obtiene:
Resolucion

x+y+2)°+Ex+y—2)°= 2[x+y)*+ @]

E+x—y)P+[z—Gx-pP2 = 2[@)?+ x-y)?] (+)

E + 4x%>+y?+12%) = 2[(x+y)?+ (x—y)?] + 4z?
E + 4x*+y°+z°) =

E=20

4x% + 4y? + 472
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